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1 はじめに

最適化アルゴリズムは，与えられた領域において最小値 (最大値)をとる解を探索するためのアルゴリズムで
ある．一般に最適化アルゴリズムの良さを決定することは困難であるが，以下の２点が重要とされている．

• 網羅性: 局所解に陥らず大域最適解を探すこと．特に多峰性の問題において局所解を避けるには網羅性
が重要である．

• 効率性: 目的関数が大規模でその評価に時間がかかる問題において，目的関数の評価回数を減らすこと
は非常に重要である．例えば，実験やシミュレーションによって目的関数値が与えられる場合にはでき
る限り評価回数を少なくする必要がある．

網羅性と効率性に優れたアルゴリズムとして，集団的降下法に基づくアルゴリズムが注目されている．集
団的降下法とは，複数の解の集合により集団を形成し，集団から得られる情報に基き，集団の各要素に対し
て順次新しい解を生成し，新しい解が良ければ古い解と置換するという方法である．
集団的降下法の代表として，差分進化 (Differential Evolution, DE) と 粒子群最適化 (Particle Swarm

Optimization, PSO) がある．DE では，個体により集団を形成し，各個体から交叉と突然変異により新しい
個体を生成し，新しい個体が良ければ古い個体と置換する [1, 2, 3, 4]．PSOでは，解に対応する位置の情報を
持つエージェントにより集団を形成し，各エージェントの現在位置とエージェントの最良位置と集団の最良位
置により新しい位置を生成し，その位置が最良位置より良ければ古い最良位置と置換する [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]．
これらの方法は，集団の各要素が降下法により個別に最適化されるため，集団が急速に特定の解に集中する
ことが少なく，網羅性の高い探索が行われる．また，各要素が新しい解を生成する際に集団の情報を利用で
きるため，一つの点による降下法と比較すると局所解に陥りにくい効率の良い探索が行われる．

2 最適化問題と集団的降下法

2.1 最適化問題

一般的な最適化問題 (P)は，不等式制約，等式制約，上下限制約を有しており，以下のように定義できる．

(P ) minimize f(x)
subject to gj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , q

hj(x) = 0, j = q + 1, . . . ,m
li ≤ xi ≤ ui, i = 1, . . . , n

(1)

ここで，x = (x1, · · · , xn) は n 次元決定変数ベクトル，f(x) は目的関数，gj(x) ≤ 0 は q個の不等式制約，
hj(x) = 0 はm− q個の等式制約であり， f, gj , hj は線形あるいは非線形の実数値関数である．li, uiはそ
れぞれ，n個の決定変数 xi の下限値，上限値である．
目的関数および制約条件がともに線形の場合が線形計画問題，その他の場合が非線形計画問題である．こ

こでは，不等式制約および等式制約のない問題の最適化について説明する．

2.2 集団的降下法

まず，DE や PSO などのように解集団による最適化の際に降下法を利用した最適化法である集団的降下法
(population-based descent method)について説明する．集団的降下法は一般に以下のように記述できる．

1. 初期化: 集団に属する解をランダムに発生する

2. 評価: 全ての解を評価する

3. 終了判定: 終了条件を満足すれば終了する
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4. 各解に対して，

(a) 生成: 各解と集団の情報に基づき新しい解を生成する

(b) 評価: 新しい解を評価する

(c) 更新: 新しい解が古い解より良ければ，古い解を新しい解で置換する

5. 3.へ戻る

3 差分進化

3.1 特徴

差分進化 (Differential evolution, DE)は進化的戦略 (evolution strategy)の一つであり，Storn and Price[1, 2]
によって提案された. DE は確率的な直接探索法であり，解集団を用いた多点探索を行う．DE は非線形問
題，微分不可能な問題，非凸問題，多峰性問題などの様々な最適化問題に適用されてきており，これらの問
題に対して高速で頑健なアルゴリズムであることが示されてきている．

DEの重要な特徴として，進化的戦略ではガウス突然変異のステップ幅を制御する必要があるが，DEで
はこのような制御が不要となる単純な数学的演算を用いていることが挙げられる．一般に，ガウス突然変異
における理想的なステップ幅は，遺伝子あるいは各次元毎に異なり，また進化の状態によっても異なるため，
何らかの方法でステップ幅を適応的に調整する必要がある．これに対し，DE はガウス突然変異の代わりに，
基本ベクトル (base vector)と差分ベクトル (difference vectors)との重み付き和を突然変異として採用して
いる．集団から選択された 1個体が基本ベクトルとなり，集団からランダムに選択された個体対の差が差分
ベクトルとなる．世代を経るに従い，解集団が探索空間中で収縮したり拡張したりすることにより，差分ベ
クトルが変化し，差分ベクトルとして与えられる各次元におけるステップ幅が自動的に調整されるのである．

3.2 定義

DEには幾つかの形式が提案されており，DE/best/1/binや DE/rand/1/expなどがよく知られている．これ
らは，DE/base/num/crossという記法で表現される．“base”は基本ベクトルとなる親の選択方法を指定する．
例えば，DE/rand/num/crossは基本ベクトルのための親を集団からランダムに選択し，DE/best/num/cross
は集団の最良個体を選択する．“num” は基本ベクトルを変異させるための差分ベクトルの個数を指定する．
“cross” は子を生成するために使用する交叉方法を指定する．例えば，DE/base/num/bin は一定の確率で
遺伝子を交換する交叉 (binomial crossover)を用い，DE/base/num/exp は，指数関数的に減少する確率で
遺伝子を交換する交叉 (exponential crossover)を用いる．

DEでは，探索空間中にランダムに初期個体を生成し，初期集団を構成する．各個体は決定ベクトルに対
応し，n個の決定変数を遺伝子として持つ．各世代において，全ての個体を親として選択する．各親に対し
て，次のような処理が行われる．突然変異のために，選択された親を除く個体群から互いに異なる 1+2 num
個の個体を選択する．最初の個体が基本ベクトルとなり，残りの個体対が差分ベクトルとなる．差分ベク
トルは F (scaling factor)が乗算され基本ベクトルに加えられる．その結果得られたベクトルと親が交叉し，
CR(crossover rate)により指定された確率で親の遺伝子をベクトルの要素で置換することにより，子のベク
トル (trial vector)が生成される．最後に，生存者選択として，子が親よりも良ければ，親を子で置換する．

3.3 アルゴリズム

DE/rand/1/{bin,exp} のアルゴリズムは以下のように記述できる [3, 4]．

Step0 初期化．N 個の初期個体 xi を初期探索点として生成し，初期集団 {xi, i = 1, 2, · · · , N} を構成する．
全ての個体を評価する．

Step1 終了判定．終了条件を満足すれば，アルゴリズムは終了する．終了条件としては，最大の繰り返し回
数や関数評価回数を用いることが多い．

Step2 突然変異．各個体 xiに対して，3個体 xp1, xp2, xp3 を xiおよび互いに重複しないようにランダム
に選択する．新しいベクトル x′ を基本ベクトル xp1 および差分ベクトル xp2 − xp3 から以下のよう
に生成する．

x′ = xp1 + F (xp2 − xp3) (2)

ここで，F はスケーリングパラメータである．
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Step3 交叉．ベクトル x′ を親 xi と交叉し，子ベクトル xnew
i を生成する．交差点 j を全ての次元 [1, n]

からランダムに選択する．子ベクトル xnew
i の j 番目の要素を x′ の j番目の要素から継承する．交叉

法が binの場合には，それ以降の次元は，交叉率 CRの確率で，x′ の要素から継承し，1 − CRの確
率で親 xi から継承する．交叉法が expの場合には，それ以降の次元は，CRによって指数関数的に減
少する確率で，x′ の要素から継承し，残りの部分は，親 xi から継承する．実際の処理では，Step2 と
Step3 は一まとまりの処理で実現される．

Step4 ポテンシャル法．もし，子ベクトルが親ベクトルよりも良いと推定されれば，Step5に進む．そうで
なければ，Step6 に進む．

Step5 生存者選択．子ベクトルを評価する．子ベクトル xnew
i が親ベクトルよりも良ければ子ベクトルが生

存者となり，親を子ベクトルで置換する．

Step6 Step1 に戻る．

以下に擬似コードを示す．

DE/rand/1/bin()
{

P=Generate N individuals {xi} randomly;
Evaluate xi, i = 1, 2, · · · , N;
for(t=1; 終了条件が満たされない; t++) {
for(i=1; i ≤ N; i++) {

(p1, p2, p3)=select randomly from [1, N ]
s.t. p1 6= p2 6= p3 6= i;

j=select randomly from [1, n];
for(k=1; k ≤ n; k++) {
if(k == 1 || u(0,1)<CR)

xnew
j =xp1,j+F (xp2,j − xp3,j);

else
xnew

j =xij;
j=(j + 1)%n;

}
Evaluate xnew;
if(f(xnew) < f(xi)) xi=xnew;
}

}
}

}

DE/rand/1/exp()
{

P=Generate N individuals {xi} randomly;
Evaluate xi, i = 1, 2, · · · , N;
for(t=1; 終了条件が満たされない; t++) {
for(i=1; i ≤ N; i++) {

(p1, p2, p3)=select randomly from [1, N ]\{i}
s.t. pj 6= pk(j, k = 1, 2, 3, j 6= k);

j=select randomly from [1, n];
k=1;
do {

xnew
j =xp1,j+F (xp2,j − xp3,j);

j=(j + 1)%n;
k++;

} while(k ≤ n && u(0, 1) < CR);
for(; k ≤ n; k++) {

xnew
j =xij;

j=(j + 1)%n;
}
Evaluate xnew;
if(f(xnew) < f(xi)) xi=xnew;
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}
}

}
}

ここで，u(0, 1)は区間 [0, 1]の一様乱数生成関数である．

4 粒子群最適化 (Particle Swarm Optimization)

粒子群最適化 (Particle Swarm Optimization, PSO)による最適化について説明する．

4.1 定義

エージェントのグループがある目的関数 f を最適化すると仮定する．各エージェント iは，時刻 tにおける
各自の位置 xt

i，移動速度 vt
i，および今まで経験した目的関数の最良値 pbestiとそのときの位置 x∗

i を記憶し
ている．

pbesti = min
τ=0,1,···,t

f(xτ
i ) (3)

x∗
i = arg min

τ=0,1,···,t
f(xτ

i ) (4)

さらに，各エージェントは，グループ中のエージェントが経験した目的関数の最良値 gbestとそのときの位
置 x∗

G の情報を共有する．

gbest = min
i

pbesti (5)

x∗
G = argmin

i
f(x∗

i ) (6)

このとき，時刻 t + 1におけるエージェントの移動速度は，以下のように求められる．

vt+1
ij = wvt

ij + c1 rand (x∗
ij − xt

ij) (7)

+ c2 rand (x∗
Gj − xt

ij)

ただし，w は慣性重み (inertia weight)，randは区間 [0, 1]の一様乱数であり，各成分毎に生成する．c1 は
“cognitive”，c2は “social”とよばれるパラメータであり，自己の最良位置およびグループの最良位置への探
索に対する重み付けを表現している．
式 (7)から，時刻 t + 1におけるエージェントの位置が以下のように求められる．

xt+1
i = xt

i + vt+1
i (8)

4.2 アルゴリズム

PSOのアルゴリズムを以下に示す．

1. エージェントの初期化：位置 xi と移動速度 vi を有するエージェント iを生成し，経験した最良位置
x∗

i の初期値を xiとする．ただし，xiは上下限制約領域 S 内にランダムに生成する，すなわち，各要
素 xik を区間 [lk, uk]の一様乱数とする．vi の各要素 vik は，0とする．

2. 最良エージェントの決定：最良のエージェント Gを決定する．

3. 終了判定：本論文では最大反復回数 T に達したとき，実行を終了する．

4. エージェントの更新：各エージェント iについて，式 (7),(8)により移動速度および位置を更新する．な
お，速度が大きくなりすぎないように，各次元の速度を区間 [−Vmaxj , Vmaxj ]に入るように調整する．
新しい位置における目的関数値が経験した最良値よりも良ければ，新しい位置を最良位置とする．さ
らに，新しい位置がグループの最良位置よりも良ければ，その位置をグループ最良位置とする．

5. 3. へ戻る．

PSO のアルゴリズムを以下に C言語風に記述する．
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PSO()
{
Initialize Agents(0);
Evaluate all x in Agents(0);
x∗

G=arg min f(x), x in Agents(0);
for(t=1;t ≤ T;t++) {

w=w0 + (wT − w0)(t − 1)/(T − 1);
for(each agent i in Agents(t)) {
for(each dimension j) {

vij=wvij+c1u(0, 1)(x∗
ij-xij)+c2u(0, 1)(x∗

Gj-xij);
if(vij>Vj) vij=Vj;
else if(vij<−Vj) vij=−Vj;
xij=xij+vij;

}
Evaluate xi;
if(f(xi) < f(x∗

i )) {
if(f(xi) < f(x∗

G)) G=i;
x∗

i =xi;
}

}
}

}
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